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Исследуется температурное поведение топологического индексаC1 киральной d+id сверхпроводящей
фазы двумерной однозонной модели на треугольной решетке. Обнаружено, что при значениях концен-
трации носителей заряда, при которых нодальные точки зоны Бриллюэна приближаются к контуру
Ферми нормальной фазы, наблюдается кардинальное изменение температурной зависимости топологи-
ческого индекса. Показано, что при расположении нодальных точек далеко внутри (вне) контура Ферми
значения топологического индекса в широком диапазоне температур близки к C1 = 4(−2). Однако при
приближении нодальных точек к контуру Ферми эти значения сохраняются только при низких темпе-
ратурах, а в широком диапазоне температур реализуются значения, близкие к C1 = 1. Предполагается,
что такой топологический кроссовер в рассматриваемой системе может приводить к существенным из-
менениям краевых состояний в аналогичной системе с открытыми границами.
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В последние десятилетия в физике конденсиро-
ванного состояния активно развивается область ис-
следований, связанная с нетривиальной топологией
электронных состояний. Очевидно, что кроме появ-
ления необычных фундаментальных свойств квази-
частиц, находящихся в этих состояниях, возникает
перспектива их технического использования в отка-
зоустойчивых квантовых компьютерах, в реализации
высокоскоростной передачи информации, и т. д. (см.,
например, [1–3]).

Топология сверхпроводящей фазы в двумерных
материалах в общем случае характеризуется це-
лочисленным значением топологического индекса
(ТИ), который описывает нелокальные характери-
стики многочастичной волновой функции электрон-
ного ансамбля и выражается в терминах одночастич-
ной функции Грина [4]. Этот ТИ также использует-
ся для характеристики двумерных топологических
изоляторов и целочисленного квантового эффекта
Холла [5]. При рассмотрении гриновских функций
в моделях без взаимодействия или в приближении
среднего поля с независящей от частоты собственно-
энергетической частью [6, 7], выражение для ТИ
можно явно проинтегрировать по частоте. В этом
случае ТИ сводится к известному определению числа
кручений, связанного с числом Черна и фазой Берри
в импульсном пространстве [8, 4], а топологические
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фазовые переходы определяются нулями комплекс-
ной щелевой функции в зоне Бриллюэна (нодальны-
ми точками), в которых сверхпроводящая щель од-
ночастичного спектра состояний обращается в нуль.

Важное направление исследований в рассматри-
ваемой области связано с топологическими свойства-
ми диссипативных систем, т.е. в условиях, когда су-
ществуют потоки частиц, флуктуации энергии, от-
сутствуют законы сохранения числа частиц и т.д.
Как правило, в этом случае приходится иметь де-
ло с неэрмитовыми гамильтонианами, которые при-
водят к нетривиальным зависимостям ТИ и слож-
ным характерам топологических фазовых переходов
[9–13]. В связи с этим приобретает актуальность изу-
чение топологических свойств систем при конечных
температурах [14–16]. При изменении температуры
топологические свойства могут изменяться, напри-
мер, система может сохранять топологические свой-
ства в широком интервале температур или перехо-
дить из одной нетривиальной топологической фазы
в другую. В частности, в работе [14] для конкретной
модели было показано, что термические флуктуации
не приводят к возникновению новых топологических
переходов в сверхпроводящей системе, однако, в этом
случае значительно расширяется относительная об-
ласть температур, в которой сохраняется близкое к
целочисленному значение ТИ. Конечно, идентифи-
цировать нетривиальную топологию сверхпроводя-
щей фазы при таких условиях не совсем коррект-
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но [15], но, как показывают эксперименты (кванто-
вый эффект Холла и т. д.), связанные с топологией
свойства системы сохраняются в достаточно широ-
кой области температур. В настоящей работе иссле-
дуется температурное поведение ТИ сверхпроводя-
щей системы с треугольной решеткой в зависимости
от положения нодальных точек в зоне Брюллиэна от-
носительно контура Ферми нормальной фазы.

Модель и результаты. Мы рассматриваем дву-
мерную модель системы с эффективным притяжени-
ем электронов, расположенных на узлах треугольной
решетки с гамильтонианом

Ĥ =
∑

i,j,s

tij ĉ
+
isĉjs −

∑

j

µn̂j − V
∑

j,δ

n̂j↑n̂j+δ↓, (1)

где tij = −t – матричные элементы электронных пе-
рескоков на ближайшие узлы; ĉ+js(ĉjs) – операторы
рождения (уничтожения) электрона на узле j с про-
екцией спина s; njs = ĉ+js · ĉjs – оператор числа элек-
тронов на узле j с проекцией спина s; nj – оператор
числа электронов на узле j; µ – химический потен-
циал; V – параметр межэлектронного притяжения
в пределах второй координационной сферы. В обоб-
щенном приближении Хартри–Фока (ХФ) гамильто-
ниан (1) в представлении квазиимпульсных матриц
Намбу ĉ+k , ĉk

ĉk =

[

ĉk↑

ĉ+−k↓

]

, ĉ+k =
[

ĉ+k↑ ĉ−k↓

]

, (2)

имеет вид (см. [17]):

Ĥk = 1
N

∑

k ĉ
+
kHkĉk,

Hk =

[

εk −V∆Vk(α)

−V∆V ∗
k (α) −εk

]

,

εk = −2t [cosk1 + cos k2 + cos (k2 − k1)]− µ,

Vk(α) = cos (2k2 − k1) + exp(iα) cos (k1 + k2)+

+ exp(−iα) cos (2k1 − k2),

(3)

где k1 и k2 – значения волнового вектора вдоль основ-
ных векторов обратной решетки; εk – закон диспер-
сии энергии электрона на треугольной решетке с пе-
рескоками в пределах первой координационной сфе-
ры; Vk(α) – закон дисперсии сверхпроводящего па-
раметра порядка при учете взаимодействия электро-
нов второй координационной сферы с симметрией,
которая определяется значением фазы α (значение
фазы α = 0 соответствует обобщенной s-симметрии,
а α = 2π/3 дает киральную d + id-симметрию). На
треугольной решетке естественным образом возни-
кает спин-синглетное сверхпроводящее состояние с

нетривиальной киральной d + id-симметрией пара-
метра порядка. Основное состояние такой системы
в различных приближениях и различными метода-
ми неоднократно рассматривалось [4, 18, 19]. В этих
работах были получены важные фундаментальные
результаты, связанные с зависимостями топологиче-
ских свойств от величины кулоновского взаимодей-
ствия и других параметров гамильтониана, иссле-
дована возможность формирования майорановских
состояний. Более того, подобные гамильтонианы ис-
пользовались для описания свойств реальных сверх-
проводников, таких как интеркалированные водой
слоистые кобальтиты натрия NaxCoO2 · yH2O [18].
По утверждению авторов [18], учет вторых ближай-
ших соседей в канале спаривания является домини-
рующим в этих соединениях, а наличие топологиче-
ски нетривиальной точки на уровне Ферми позволя-
ет объяснить температурные зависимости скорости
спиновой релаксации и сдвига Найта в ЯМР экспе-
риментах [20, 21].

В случае сверхпроводящих фаз с нетривиаль-
ной топологией становится общепринятым вычис-
лять ТИ в терминах одночастичной функции Грина
[22, 5]. Выражение для ТИ, справедливое при конеч-
ных температурах было получено в [14] при учете
термических флуктуаций в рамках теории контину-
ального интегрирования непосредственно из форму-
лы Кубо для проводимости в следующей форме:

C1 =

+∞
∫

−∞

dE

π
∫

−π

π
∫

−π

dk1dk2
16π2

th

(

βE

2

)

×

×tr
[

∂k1
G−1(E)K−(E)∂k2

G−1(E)∂EK
+(E)−

−K−(E)∂k1
G−1(E)∂EK

+(E)∂k2
G−1(E)

]

.

(4)

Здесь используются обозначения K±(E) = [FA(E)±
± FR(E)]/2, FR(A)(E) = [E − Hk − Σ

R(A)
k (E)]−1 –

усредненная по флуктуациям запаздывающая (опе-
режающая) одночастичная функция Грина, G(E) =

[E−Hk]
−1 – одночастичная функция Грина прибли-

жении ХФ, ∂E = ∂/∂E , β = 1/kBT . Без учета терми-
ческих флуктуаций собственно-энергетическая часть
гриновской функции FA(R)(E) обращается в нуль. В
этом случаеK−(E) = iπ/Ek[E+Hk][δ(E−Ek)−δ(E+

+Ek)], где Ek =
√

ε2k + V 2∆2 | Vk |2 – спектр возбуж-
дений в сверхпроводящей фазе, и в выражении (4)
можно провести явное интегрирование по энергии. В
результате получим

C1 =

π
∫

−π

π
∫

−π

dk1dk2
4π

th

(

βEk

2

)

×

×mk · [∂k2
mk × ∂k1

mk] ,

(5)
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где mk = [Hx
k,H

y
k,Hz

k]/Ek – единичный псевдовек-
тор; Ĥk = Hx

kσ̂x + Hy
kσ̂y + Hz

kσ̂z; σ̂l – матрицы Па-
ули. При T = 0 это выражение сводится к хорошо
известному выражению для числа кручений вектора
mk, связанному с фазой Берри и числом Черна [4]. В
данной работе мы пренебрегаем термическими флук-
туациями, которые, по нашему мнению, не изменят
качественной картины. Поэтому во всех вычислени-
ях температурной зависимости ТИ для рассматри-
ваемой модели (1) используется выражение (5). По-
скольку мы не обсуждаем поведение реальных си-
стем, все энергетические величины представлены в
работе в единицах интеграла перескока t. Расчеты
проводились при значении параметра межэлектрон-
ного притяжения V = 2t. Конкретные значения па-
раметров, соответствующих интеркалированным во-
дой слоистым кобальтитам натрия NaxCoO2 · yH2O,
приведены в [18].

На рисунке 1 представлены температурные зави-
симости ТИ при различных значениях химическо-
го потенциала µ = (2.4, 1.4, 0.01, 0, −0.01, −1.4,
−2.4). Эти значения примерно соответствуют кон-
центрациям электронов n = (0.396, 1.208, 0.8, 0.798,
0.796, 0.542, 0.396). При изменении химического по-
тенциала от µ = 0.01 до µ = −0.01 (от n = 0.8 до
n = 0.796) нодальные точки пересекают контур Фер-
ми при µ = 0 (n = 0.798) (схема расположения но-
дальных точек и контура Ферми нормальной фазы
приведена на рис. 2). Таким образом, при приближе-
нии контура Ферми к нодальным точкам наблюда-
ется кардинальное изменение температурной зави-
симости ТИ. Действительно, если нодальные точки
расположены глубоко внутри контура Ферми µ = 1.4

(n = 1.208) и µ = 2.4 (n = 1.702) в широком диа-
пазоне температур наблюдаются значения ТИ близ-
кие к C1 = 4. При расположении нодальных точек
далеко вне контура Ферми µ = −1.4 (n = 0.542) и
µ = −2.4 (n = 0.396) в широком диапазоне темпера-
тур реализуются значения ТИ, близкие к C1 = −2.
Однако, если нодальные точки оказываются близки
к контуру Ферми µ = 0.01 (n = 0.8) и µ = −0.01 (n =

0.796) значения C1 = 4(−2) сохраняются только в уз-
кой области низких температур, а в широком диапа-
зоне температур наблюдаются значения ТИ близкие
к C1 = 1. По мере приближения нодальных точек к
контуру Ферми переход ТИ к значению C1 ≃ 1 стано-
вится все более резким. Это хорошо видно на рис. 3.
Близкие к C1 = 1 значения ТИ также сохраняются и
при µ = 0 (n = 0.798), когда нодальные точки нахо-
дятся на контуре Ферми. Следует отметить, что зна-
чение ТИ, равное C1 = 1 в основном состоянии, было
получено в работе [18] прямым интегрированием по

Рис. 1. (Цветной онлайн) Температурная зависимость
ТИ при различных значениях концентрации носителей
заряда в основном состоянии µ = 2.4 (n = 1.702), µ =

= 1.4 (n = 1.208), µ = 0.01 (n = 0.8), µ = 0 (n = 0.798),
µ = −0.01 (n = 0.796), µ = −1.4 (n = 0.542), µ = −2.4

(n = 0.396)

Рис. 2. (Цветной онлайн) Схема расположения нодаль-
ных точек и контура Ферми нормальной фазы (пунк-
тирная линия) в зоне Бриллюэна в случае учета меж-
электронного притяжения в пределах второй коорди-
национной сферы. Представленная схема соответству-
ет ситуации с C1 = 4

контурам, проходящим вокруг шести нодальных то-
чек, находящихся на контуре Ферми. Полученная на-
ми температурная зависимость ТИ объясняется тем-
пературной зависимостью вероятностей заполнения
нодальных точек k∗

1 = (0, 0) и k∗
2 = (2π/3, 0)

C1 ≃ −2nk∗
1
(T ) + 6nk∗

2
(T ), (6)
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость ТИ от химиче-
ского потенциала при трех значениях температуры

где nk(T ) – вероятность заполнения состояния с ква-
зиимпульсом k в зоне Бриллюэна при конечной тем-
пературе T . Отметим, что (6) не является выражени-
ем ТИ, полученным в рамках какого-либо приближе-
ния, а представляет собой физическую интерпрета-
цию температурных изменений ТИ. Вероятность за-
полнения nk(T ) можно найти, используя выражения
для матричных элементов мацубаровской функции
Грина в представлении Намбу

G↑
k = − lim

τ→0+
< Tτ ĉk↑(τ)ĉ

+
k↑(0) >=

1

β

∑

n

G↑
k(iωn),

G↓
k = − lim

τ→0+
< Tτ ĉ−k↓(τ)ĉ

+
−k↓(0) >=

1

β

∑

n

G↓
k(iωn),

(7)
где ωn = (2n + 1)πT – мацубаровские частоты для
фермиевских частиц; Tτ – оператор упорядочения по
времени; <...> – термодинамическое среднее. Пере-
ходя от суммирования по мацубаровским частотам
к интегрированию по энергии стандартным образом
получим

< ĉk↑ĉ
+
k↑ >=

εk
2Ek

th

(

βEk

2

)

,

< ĉ+−k↓ĉ−k↓ >= − εk
2Ek

th

(

βEk

2

)

.
(8)

Таким образом, выражение для вероятности запол-
нения состояния с квазиимпульсом k при температу-
ре T имеет следующий вид

nk(T ) =
1

2

[

1− εk
Ek

th

(

βEk

2

)]

. (9)

Отметим, что при T = 0 это выражение совпадает с
известным выражением для вероятности заполнения
голой частицей состояния с энергией εk в основном

Рис. 4. (Цветной онлайн) Температурная зависимость
вероятности заполнения nk(T ) частицей состояния в
нодальной точке k

∗
2 при различных значениях хими-

ческого потенциала µ

состоянии сверхпроводника. На рисунке 4 представ-
лена температурная зависимость вероятности запол-
нения состояния в нодальной точке k∗

2 = (2π/3, 0)

при различных значениях химического потенциала
µ. Мы не приводим здесь температурную зависи-
мость nk∗

1
(T ) в нодальной точке k∗

1 = (0, 0) поскольку
nk∗

1
(T ) ≃ 1 и очень слабо зависит от температуры.
На рисунке 5 представлено сравнение темпера-

турных зависимостей ТИ, вычисленных из выраже-

Рис. 5. (Цветной онлайн) Температурные зависимости
ТИ, вычисленные из (5) и выражения (6) (пунктир-
ные линии), при значениях электронной концентрации,
при которых нодальные точки распологаются близко
µ = 0.01 (n = 0.8) и далеко вне µ = 1.4 (n = 1.208) к
контуру Ферми нормальной фазы

ния (5) (сплошные линии) и выражения (6) (пунк-
тирные линии) при значениях электронной концен-
трации, когда нодальные точки располагаются дале-
ко вне µ = 1.4 (n ≃ 1.208) и вблизи µ = 0.01 (n ≃ 0.8)

к контуру Ферми. Правильное качественное поведе-
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ние кривых указывает на то, что физической при-
чиной резкого изменения температурной зависимо-
сти ТИ является изменение вероятности нахождения
электрона в нодальных точках, находящихся внутри
контура Ферми.

Заключение. В рамках обобщенного приближе-
ния ХФ исследовано температурное поведение ТИ
C1 киральной d+ id-сверхпроводящей фазы двумер-
ной однозонной модели с эффективным притяжени-
ем между электронами, находящимися на узлах тре-
угольной решетки в пределах второй координацион-
ной сферы. Обнаружено, что по мере приближения
нодальных точек к контуру Ферми нормальной фазы
при изменении концентрации носителей заряда на-
блюдается кардинальное изменение температурной
зависимости ТИ. Показано, что при расположении
нодальных точек в зоне Бриллюэна далеко внутри
(вне) контура Ферми ТИ в широком диапазоне тем-
ператур близок к значениям C1 = 4(−2). Однако, ко-
гда нодальные точки располагаются вблизи контура
Ферми происходит кроссовер ТИ к значению C1 ≃ 1,
которое затем сохраняется в широком диапазоне тем-
ператур. Чем ближе нодальные точки располагаются
к контуру Ферми, тем более резкий кроссовер ТИ
к значению C1 ≃ 1 наблюдается. При сохранении
принципа соответствия объем–граница в этих усло-
виях такой топологический кроссовер должен при-
водить к существенным изменениям краевых состо-
яний в системах с открытыми границами. Контроль
и управление топологическими состояниями с помо-
щью температуры могут быть использованы в тех-
нических устройствах, например, в квантовой тепло-
тронике.
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