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Теоретически продемонстрирована возможность формирования светло-темного пространственно-
временного солитона в режиме генерации второй гармоники при нормальной дисперсии групповой ско-
рости на основной частоте и отсутствии таковой на частоте второй гармоники. Относительно времени и
координаты в направлении распространения данный объект имеет вид темного двухчастотного солито-
на. По отношению же к поперечным (пространственным) координатам рассмотренный солитон является
светлым.
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Введение. Пространственные параметрические
солитоны были предсказаны в работе [1]. Такие соли-
тоны формируются в квадратично-нелинейных сре-
дах и представляют собой связанные состояния ло-
кализованных в поперечных направлениях лазерных
пучков на основной частоте ω и на частоте 2ω второй
гармоники. Механизм формирования здесь связан с
компенсацией процесса поперечной самофокусиров-
ки дифракционным уширением пучка.

Временные параметрические (двухчастотные) со-
литоны рассматривались во многих работах (см. [2] и
цитируемую там литературу). Такие солитоны пред-
ставляют собой лазерные импульсы короткой вре-
менной длительности в направлении распростране-
ния. Здесь нелинейное самосжатие импульса компен-
сируется его продольным расплыванием за счет дис-
персии групповой скорости (ДГС).

Аналитические решения для временных солито-
нов удается получить только в некоторых частных
случаях. Например, это можно сделать при отсут-
ствии ДГС на частоте второй гармоники [2]. Также
аналитическому анализу поддается случай, когда аб-
солютное значение коэффициента ДГС на частоте
второй гармоники в два раза превосходит соответ-
ствующее значение на основной частоте [3].

Возможность формирования параметрических
пространственно-временных солитонов (ПВС),
называемых иначе двухчастотными световыми
пулями, была ранее исследована в работах [3–11].

1)e-mail: sazonov.sergey@gmail.com

Такие солитоны являются локализованными во
всех направлениях устойчивыми сгустками световой
энергии, способными распространяться на большие
расстояния. Для их формирования необходимо
наличие фокусирующей нелинейности наряду с
существенным влиянием дифракции и аномальной
ДГС. В случае одночастотных ПВС [12] фокуси-
рующая керровская нелинейность должна быть
дополнена нелинейностью, ослабляющей режим
самофокусировки [13–16]. Условия для возможности
формирования ПВС при керровской нелинейности
могут быть созданы в фокусирующих градиентных
волноводах [17–21].

Для формирования параметрических ПВС доста-
точно только квадратичной оптической нелинейно-
сти при условии, что соответствующие нелинейные
восприимчивости должны быть одного знака на обе-
их частотах [22].

Возвращаясь к временным солитонам, отметим,
что они бывают светлыми и темными [13]. В первом
случае яркий локализованный импульс света распро-
страняется на темном фоне нелинейного диэлектри-
ка. Во втором же случае имеем аналогичное распро-
странение локализованного провала световой интен-
сивности. В центре темного временного солитона ин-
тенсивность равна нулю и стремится к определенно-
му постоянному значению у периферийных областей.

Возможность формирования ПВС в режиме ге-
нерации второй гармоники при условии его темной
структуры на обеих частотах вдоль направления рас-
пространения, по-видимому, ранее не рассматрива-
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лась. Аналитическому исследованию данного вопро-
са посвящена настоящая работа.

Исходные уравнения и темные временные

солитоны. Пусть импульсы на обеих несущих ча-
стотах распространяются вдоль оси z, перпендику-
лярно к оптической оси одноосного кристалла. То-
гда уравнения для комплексных огибающих ψ1 и ψ2

электрического поля импульса на основной частоте и
на частоте второй гармоники соответственно имеют
вид

i
∂ψ1

∂z
= −β

2

∂2ψ1

∂τ2
+ α1ψ

∗
1ψ2 +
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2nω
∆⊥ψ1, (1)

i
∂ψ2
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= α2ψ

2
1 +

c

4nω
∆⊥ψ2. (2)

Здесь β = ∂v−1
g /∂ω – параметр ДГС на основ-

ной частоте, c – скорость света в вакууме, α1 =

= 2πωχ
(2)
1 /cn, α2 = 4πωχ

(2)
2 /cn, χ(2)

1 и χ
(2)
2 – нели-

нейные восприимчивости второго порядка на основ-
ной частоте и на частоте второй гармоники соответ-
ственно; ∆⊥ – поперечный лапласиан, τ = t − z/vg,
t – время, vg и n – линейная групповая скорость и
линейный показатель преломления соответственно,
одинаковые для обеих частот (для простоты приня-
то, что выполнены условия фазового и группового
синхронизмов).

Следуя [2, 22], мы приняли, что параметр ДГС на
частоте второй гармоники равен нулю.

В работах [2, 22] рассматривались светлые вре-
менные солитоны системы (1), (2). Однако нетрудно
видеть, что данная система при ∆⊥ψ1 = ∆⊥ψ2 = 0

обладает также решениями в виде темных солитонов
вида
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√
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τ
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p tanh2
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,

(3)

где τp – свободный параметр, имеющий смысл вре-
менной длительности провала интенсивности темно-
го солитона.

Решение (3) представляет собой двухчастотный
временной солитон, распространяющийся в связан-
ном режиме вдоль оси z с линейной групповой ско-
ростью vg.

Пространственно-временной солитон. Те-
перь рассмотрим случай ∆⊥ψ1, ∆⊥ψ2 6= 0. Для
этого используем метод усредненного лагранжиана
Ритца–Уизема [23–26].

Системе (1), (2) соответствует плотность лагран-
жиана
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∇⊥ – поперечный градиент.
Отталкиваясь от выражений (3), выберем проб-

ные решения системы (1), (2) в виде

ψ1 = |β|
√

2

α1α2
ρ2/3e−inωϕ/c tanh(ρ1/3τ),

ψ2 =
β

α1
ρ2/3e−2inωϕ/c tanh2(ρ1/3τ),

(8)

где переменные ρ и ϕ являются функциями коорди-
нат.

Теперь в соответствии с методом усредненного
лагранжиана пробные решения (8) следует подста-
вить в (4)–(7) и проинтегрировать в неограниченных
пределах по бегущему времени τ . Однако мы столк-
немся с расходящимися интегралами

∫ +∞

−∞ tanh2 ζdζ

и
∫ +∞

−∞ tanh4 ζdζ. В этих случаях правомерны заме-

ны [26] tanh2 ζ = 1 − sech2ζ → −sech2ζ, tanh4 ζ →
→ −2sech2ζ + sech4ζ. Обоснование данного приема
содержится в [26]. С помощью данной замены мы от-
брасываем светлый фон и учитываем динамику в на-
правлении распространения провала интенсивности
в темном солитоне.

Учитывая сказанное выше, придем к усреднен-
ному лагранжиану вида

Λ = ρ
∂ϕ
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определенному как Λ ≡ − 3c
20nω

α1α2

β2

+∞
∫

−∞

Ldτ .

Соответствующие уравнения Эйлера–Лагранжа
имеют формальный вид уравнений двумерного тече-
ния квантовой бозе-жидкости, в которых роль вре-
мени играет координата z [27]:

∂ρ

∂z
+∇⊥(ρ∇⊥ϕ) = 0, (10)
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√
ρ

√
ρ

, (11)

где g = (32− 11π2/15)/10 ≈ 2.4762.
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В одномерном случае, когда искомые перемен-
ные ρ и ϕ зависят только от координаты z, систе-
ма (10), (11) обладает решением ρ = 1/τ3p = const,
ϕ = cβz/(nωτ2p ). Подставляя данные выражения в
(8), приходим к точному совпадению пробных реше-
ний с временными солитонами (3). Это обстоятель-
ство является важным аргументом в пользу приме-
няемого здесь подхода.

Нетрудно видеть [3, 19], что система (10), (11) эк-
вивалентна модифицированному нелинейному урав-
нению Шредингера

i
∂Φ

∂z
= −

√

2g
c

2nω
∆⊥Φ− β√

2g
|Φ|4/3Φ, (12)

где комплексная функция Φ связана с ρ и ϕ преоб-
разованием Маделунга

Φ =
√
ρ exp

(

i
nω√
2gc

ϕ

)

. (13)

В планарном случае (∆⊥Φ = ∂2Φ/∂x2, где x – ко-
ордината, поперечная к оси z) уравнение (12) имеет
точное локализованное решение вида

Φ =

(
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9
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где R0 – свободный параметр, смысл которого станет
ясным чуть ниже.

Отсюда, а также из (8) и (13) находим прибли-
женные решения системы (10), (11) в виде планар-
ных ПВС
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√
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τ20
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F⊥
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, (15)
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)
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где

F⊥ = sech

(

x

2R0

)

, (17)

τ0 – длительность импульса в центре поперечного се-
чения планарного ПВС, связанная с его поперечным
размером R0 и постоянной q фазового набега соотно-
шениями

R0 = µ

√

λ

nβ
τ0, q =

3β

5τ20
, (18)

λ = 2πc/ω – длина волны, соответствующая частоте
первой гармоники, µ = 0.61.

В реальных ситуациях лазерные импульсы яв-
ляются трехмерными. Для этого случая будем ис-
кать решения системы (10), (11), соответствующие
аксиально-симметричному относительно оси z рас-
пределению интенсивности локализованных импуль-
сов. Данной ситуации соответствует следующее точ-
ное решение уравнения непрерывности (10) [28]:

ρ =
1

τ30

R2
0

R2
e−3r2/2R2

, ϕ = f(z) +
r2

2R

dR

dz
. (19)

Здесь r – расстояние от оси симметрии лазерно-
го импульса до точки наблюдения, R – зависящий
от дистанции распространения z поперечный радиус
(апертура) импульса, f(z) – подлежащая определе-
нию функция, смысл параметров τ0 и R0 такой же,
как и в случае планарного ПВС.

При подстановке (19) в (11) в левой части исполь-
зуем приосевое приближение [29], согласно которому
e−r2/R2 ≈ 1 − r2/R2. После этого, приравнивая друг
другу в левой и правой частях коэффициенты при r0

и r2, будем иметь

df

dz
=

c

nω

β

τ20

R
4/3
0
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( c
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, (20)
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)2 1

R3
= −∂U

∂R
. (21)

Уравнение (21) формально совпадает с уравнени-
ем движения ньютоновской частицы единичной мас-
сы в поле с потенциальной энергией U(R). Положе-
нию устойчивого равновесия при R = R0 соответ-
ствует минимум потенциальной энергии:

(

∂U

∂R

)

R=R0

= 0,

(

∂2U

∂R2

)

R=R0

> 0.

Отсюда, а также из (8), (19), (20) и (21) приходим
к решениям вида (15), (16) и соотношениям (18), где
теперь µ = 0.94 и

F⊥ = exp

(

− r2

2R2
0

)

. (22)

Из (15)–(17) и (22) видно, что обе частотные ком-
поненты ПВС обладают свойством темного солитона
по отношению к бегущему времени τ . В то же время,
по отношению к поперечным координатам обсужда-
емые компоненты представляют собой светлый соли-
тон (рис. 1). По этой причине данное двухчастотное
локализованное образование можно назвать светло-
темным параметрическим ПВС.

Из первого соотношения (18) приходим к выводу,
что светло-темный ПВС формируется при нормаль-
ной ДГС: β > 0. Из (21) легко видеть, что именно при
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Рис. 1. Схематическое изображение профиля интенсив-
ности компоненты светло-темного ПВС на основной
частоте. Профиль интенсивности компоненты светло-
темного ПВС на частоте второй гармоники имеет ка-
чественно аналогичный вид. Центры темных провалов
на обеих частотах, совпадая друг с другом, распростра-
няются в связанном режиме вдоль светлого двухча-
стотного лазерного луча с линейной групповой скоро-
стью. Направление распространения указано стрелкой
вверху

этом условии функция U(R) имеет локальный мини-
мум, что обеспечивает устойчивость данного ПВС по
отношению к малым возмущениям его параметров.

Физический механизм формирования светло-
темного двухчастотного ПВС вполне ясен. Темные
временные солитоны при фокусирующей нелиней-
ности формируются в случае нормальной (положи-
тельной) ДГС [13, 30]. В то же время фокусирующая
квадратичная нелинейность компенсируется попе-
речной дифракционной расходимостью лазерного
пучка [1].

Временная длительность τ0 движущегося со ско-
ростью vg провала интенсивности выступает здесь в
качестве свободного параметра. Как видно из (15)–
(18) и (22), поперечный размер R0 солитона, ампли-
туды обеих компонент и нелинейный фазовый набег
qz выражаются через эту длительность.

Выражения (15)–(17) и (22) показывают также,
что временная длительность провала интенсивности
на обеих частотах увеличивается с удалением от цен-
тральной оси ПВС по закону ∼F−1

⊥ . В то же время
амплитуды ПВС при удалении от этой оси умень-
шаются как ∼F 2

⊥. Данное обстоятельство представ-
ляется вполне естественным. Оно соответствует то-
му, что временная длительность солитона в его про-
дольных сечениях, параллельных оси распростране-
ния, растет с уменьшением амплитуды в этих сече-
ниях. Мы предполагаем, что это правило, справед-
ливое для временных солитонов, остается в силе и в
случае пространственно-временных локализованных
объектов. Данное предположение отражено в проб-

ных решениях (8), которые выбирались, в частности,
исходя из замены 1/τp → ρ1/3 в выражениях (3).

Кратко обсудим возможность эксперименталь-
ного наблюдения светло-темного параметрического
ПВС. Условие отсутствия ДГС второго порядка мо-
жет быть реализовано в ближнем инфракрасном
диапазоне. В наших условиях это должно выпол-
няться на частоте второй гармоники. Если при этом
взять, например, кристалл KDP, характеризуемый
значительной квадратичной восприимчивостью, то
тогда на основной частоте ДГС должна быть ано-
мальной [31]. Это не удовлетворяет основному усло-
вию β > 0 формирования светло-темного параметри-
ческого ПВС. В случае нормальной ДГС на основ-
ной частоте в этих же кристаллах на частоте вто-
рой гармоники имеем значительно большее положи-
тельное значение ДГС. Таким образом, в ближнем
инфракрасном диапазоне ДГС, как правило, моно-
тонно возрастает с увеличением частоты. Данная си-
туация типична для многих природных кристаллов.
По всей видимости, для экспериментального наблю-
дения светло-темного параметрического ПВС следу-
ет использовать метаматериалы с соответствующи-
ми параметрами дисперсии. Взяв для предполагае-
мого метаматериала в ближнем инфракрасном диа-
пазоне λ ∼ 1мкм, |β| ∼ 10−28 c2/см, χ(2)

1,2 ∼ 10−9

СГСЭ и полагая, что длительность временного про-
вала τ0 ∼ 10−13 с, из (18) будем иметь R0 ∼ 1мм.
Для интенсивностей I1,2 обеих компонент вдали от
темного временного провала найдем

I1,2 ≈ c

2π
|ψ1,2|2 ∼ cβ2λ2

(2π)5χ
(2)2
1,2 τ

4
0

∼ 106 Вт/см2
.

Приведенные здесь численные оценки вполне до-
стижимы в экспериментальных условиях.

Заключительные замечания. Рассмотренный
здесь ПВС можно рассматривать как непрерывный
двухчастотный лазерный луч, вдоль которого рас-
пространяется темное пятно провала интенсивности
на обеих компонентах. Именно наличие этого дви-
жущегося темного пятна принципиальным образом
отличает данный солитон от пространственного па-
раметрического солитона, предсказанного в работе
[1]. Важно отметить также, что для формирования
ПВС (15), (17), (18) существенное значение имеет
знак ДГС: β > 0 (см. (15)). Данное обстоятельство
лишний раз подчеркивает нестационарный характер
рассмотренного здесь светло-темного ПВС. В этом
же состоит принципиальное отличие рассмотренно-
го здесь светло-темного солитона от сугубо светлого
параметрического ПВС, который формируется при
β < 0. Для формирования сугубо пространственного
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параметрического солитона, предсказанного в рабо-
те [1], знак ДГС не имеет значения.

Здесь мы рассмотрели ситуацию, при которой
ДГС на частоте второй гармоники отсутствует. В
этой связи представляет интерес отдельное иссле-
дование возможности формирования светло-темного
ПВС при наличии нормальной или аномальной ДГС
на частоте второй гармоники.

В настоящей работе мы исследовали случай, ко-
гда выполнены условия фазового и группового син-
хронизмов, что в экспериментальных условиях осу-
ществить крайне проблематично. Принципиальных
трудностей для учета фазовой отстройки здесь нет.
В этом случае с помощью известного фазового пре-
образования система (1), (2), дополненная явно зави-
сящими от координаты z множителями при нелиней-
ных слагаемых, может быть преобразована в другую
автономную систему [32], допускающую аналитиче-
ское исследование. Правда, здесь с неизбежностью
математические выкладки окажутся значительно бо-
лее громоздкими. В частности, связь между вре-
менной длительностью провала интенсивности и ам-
плитудами компонент солитона окажется боле слож-
ной, чем в случае рассмотренной здесь нулевой фа-
зовой отстройки. Это с технической точки зрения
существенно усложнит аналитическое исследование
при учете поперечной (пространственной) динамики.
Возможно, здесь естественным образом возникнут
некоторые ограничения на такие параметры солито-
на, как временная длительность, поперечный размер
и амплитуда. В дальнейшем мы планируем прове-
сти соответствующие аналитические исследования,
дополнив их учетом влияния изгибных возмущений
на основе численных экспериментов.

Использованное здесь предположение об отсут-
ствии фазового и группового рассогласований поз-
волило нам выявить принципиальную возможность
формирования светло-темного ПВС. В дальнейшем
представляет интерес исследовать такую возмож-
ность при наличии данных рассогласований, что при-
близит теоретическое исследование к условиям ре-
ального эксперимента.
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